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Traduzione
= Per ogni formula ¢ € IS0, verificare se una struttura soddisfa ¢ &
un problema NP;
= Ogni proprieta P che puo essere valutata su strutture finite con
complessita NP, & esprimibile in 3SO.
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Dimostriamo che verificare se Z |= ¢ € 350 & in NP.

Sia ® = 35;3S5,...35,¢, dove ¢ € FO.
Costruiamo una MdT non deterministica N che:

= prende in input una struttura 7
= sceglie non deterministicamente 51, S, .., S,

= verifica se Z = (51, S, -+, Sn).

Poiché la verifica Z |= ¢ € FO, con ¢ fissata e rg(y) = k, richiede tempo
O((IZ] + |S1| + - +1Sa)%), N opera in tempo polinomiale.

Quindi determinare se una struttura soddisfi una formula ® € 35S0 & un
problema NP. [
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Supponiamo, senza perdita di generalita, ¥ = {0,1}.
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Dimostriamo che dato un problema P codificato in un linguaggio L e
decidibile su strutture finite con complessita NP, P & esprimibile in 3SO.

Sia N=(Q,X,A,0d, g, Qa, Q) la 1-MdT non deterministica che, data la
codifica di una struttura Z nel linguaggio L, determina se P vale in Z in
tempo polinomiale |Z|X.

Supponiamo, senza perdita di generalita, ¥ = {0,1}.

Codifichiamo la struttura Z specificando il numero di elementi nel
dominio e introducendo delle stringhe di dimensione n™ per ogni
predicato R; di arieta m;, dove n & |la dimensione del dominio.

Nel caso di grafi, la codifica & data dalla stringa 0"1s, dove |s| = n? e
0<u,v<n-—1,(uv)€E <= s contiene 1 in posizione u-n+ v
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Sappiamo che:

= |a dimensione della codifica di Z & polinomialmente correlata al
dominio dell'interpretazione;

= N termina in tempo n*, modificando quindi al piti n* celle del nastro.

Possiamo quindi esprimere un istante di tempo e una posizione del nastro

tramite una k-pupla nel seguente modo:
» t=(t1,.., tx) codifica I'elemento 221 t;- n*=" nell'ordine
lessicografico fra le k-puple corrispondenti ai passi di computazione;

= p=(p1,.., pk) codifica I'elemento Ef;l pi - n*“~" nell'ordine
lessicografico fra le k-puple corrispondenti alle posizioni del nastro.



Dimostrazione (2)

Costruiamo la formula ¢ € 3SO:
® =3 < JTe3dT13ITIHg,..3H,, ¥
dove

= < e un ordine lineare;



Dimostrazione (2)

Costruiamo la formula ¢ € 3SO:
® =3 < JTe3dT13ITIHg,..3H,, ¥
dove

= < e un ordine lineare;

= Vce A, il predicato T.(p, £) indica che la posizione p del nastro, al
tempo t, contiene il carattere c;



Dimostrazione (2)

Costruiamo la formula ¢ € 3SO:
® =3 < JTe3dT13ITIHg,..3H,, ¥

dove

= < e un ordine lineare;

= Vce A, il predicato T.(p, £) indica che la posizione p del nastro, al
tempo t, contiene il carattere c;

» Vg€ Q, il predicato Hy(p, ) indica che, al tempo £, N si trova nello
stato q e la testina si trova in p;



Dimostrazione (2)

Costruiamo la formula ¢ € 3SO:
® =3 < JTe3dT13ITIHg,..3H,, ¥

dove

< e un ordine lineare;

Vc € A, il predicato T.(p, ) indica che la posizione p del nastro, al
tempo t, contiene il carattere c;

» Vg€ Q, il predicato Hy(p, ) indica che, al tempo £, N si trova nello
stato q e la testina si trova in p;

Ve FO(LU{<, To, T1, Tu} U {Hqlqg € Q}).
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5. la computazione inizia dalla configurazione iniziale (richiede L).

Supponiamo di avere due formule, ¥, 1, € FO(LU {<}) con il seguente
significato:

T = ¢1(P) <= la posizione p della codifica di Z contiene il carattere 1;
T = 17(P) < la posizione p & maggiore della lunghezza della codifica
di Z;

dove ¥1(P) e ¥2(p) dipendono esclusivamente dal linguaggio e non dalla
struttura Z.



Dimostrazione (2)

5. la computazione inizia dalla configurazione iniziale (richiede L).

Supponiamo di avere due formule, ¥, 1, € FO(LU {<}) con il seguente
significato:

T = ¢1(P) <= la posizione p della codifica di Z contiene il carattere 1;
T = 17(P) < la posizione p & maggiore della lunghezza della codifica
di Z;

dove ¥1(P) e ¥2(p) dipendono esclusivamente dal linguaggio e non dalla
struttura Z.

Costruiamo la configurazione iniziale con la formula:
VBVH3U(T <k 1) = [(¥1(P) <= Ti(B. D) A (¥2(P) <= Tu(p, D))
A
VBVH(~30(8 <k D) A ~30(T <k B)) => Hay(5. D)



Esempio di costruzione di ); nel caso di grafi

Per k=3, p & la posizione p; - n> + p» - n+ p3 nell'ordine lessicografico
delle k-puple. Per semplicita consideriamo il minimo nell'ordine definito
da < come 0, e il suo successore come 1.

La formula 1 (p1, p2, p3) deve esprimere che:

= se py > 1 allora ¢ & falso (la codifica di E termina in posizione

n? + n), assumiamo p; = 0;
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Esempio di costruzione di ); nel caso di grafi

Per k=3, p & la posizione p; - n> + p» - n+ p3 nell'ordine lessicografico
delle k-puple. Per semplicita consideriamo il minimo nell'ordine definito
da < come 0, e il suo successore come 1.

La formula 1 (p1, p2, p3) deve esprimere che:

= se py > 1 allora ¢ & falso (la codifica di E termina in posizione
n? + n), assumiamo p; = 0;
= |a posizione n contiene il bit successivo a 0", quindi se p, = 0 allora
1 & falso, quindi py # 0;
= sep3#0
p2-n+ps=(p2—1)-n+(p3—1)+(n+1)
che corrisponde all’arco E(p> — 1, p3 — 1);
= sep3 =0
pa-n=(p2—2)-n+(n—1)+(n+1)
che corrisponde all'arco E(pz — 2,n — 1).

Analogo per p; = 1.



Esempio di costruzione di v, e nel caso di grafi

Quindi ¥1(P) e 12(B) sono esprimibili tramite le formule

7/)1(P1>P27P3) -
[pr=0Ap2=1Ap3=0]

VI(pr =0Ap2 #0Ap3 =0) A E(pa —2,n—1)]
V[(p1 =0Ap2 #0Ap3s #0) A E(p2 — 1, p3 — 1)]
VIpr=1Apo=0Ap3=0)AE(n—2,n—1)]
VI(pr=1Ap2=0Ap3#0)AE(n—2,p3 —1)]
VIpr=1Apo=1Ap3=0)AE(n—1,n—1)]
V2(p1, P2, P3) =

(pr=1= ((p2>1)V(p2>0Ap3>0))
V(pr > 1)
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Osservazioni

Mentre nel caso generale e nel caso di restrizione di SO a MSO & noto un
esempio che dimostra, rispettivamente, 350 # VSO e AMSO # VMSO,
350 £ SO rimane un problema aperto nella teoria dei modelli finiti.

(Si ricorda inoltre che coNP = {L : L € NP})
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Osservazioni

Mentre nel caso generale e nel caso di restrizione di SO a MSO & noto un
esempio che dimostra, rispettivamente, 350 # VSO e AMSO # VMSO,
350 £ SO rimane un problema aperto nella teoria dei modelli finiti.

(Si ricorda inoltre che coNP = {L : L € NP})

= Dimostrando che 350 cattura NP otteniamo che coNP & catturato
dalla negazione di 35S0, ovvero VS0,

= Dimostrare 350 # VSO equivale quindi a dimostrare NP # colNP;

= Dimostrare 35O # VSO implicherebbe inoltre P # NP, poiche
[P= @l

= Dimostrare 3SO = VSO implicherebbe ¥ = ¢, e PH= NP.
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Trakhtenbrot Fagin
= Nessun limite a tempo di = Tempo e spazio limitati da un
esecuzione e spazio utilizzato polinomio del dominio
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Trakhtenbrot

= Nessun limite a tempo di
esecuzione e spazio utilizzato

= T;e H, rispettano la funzione
di transizione

= La macchina inizia su input
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Teorema di Cook

Teorema di Cook
SAT & NP-completo
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Dimostrazione

Sia P un problema NP ed N la NMdT che accetta strutture che
soddisfano P.

Dal teorema di Fagin sappiamo che esiste una formula ® = 35;,..,35,¢
tale che N accetta 7 <= T |= ¢.
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Dimostrazione

Sia P un problema NP ed N la NMdT che accetta strutture che
soddisfano P.

Dal teorema di Fagin sappiamo che esiste una formula ® = 35;,..,35,¢
tale che N accetta 7 <= T |= ¢.

Sia X={S(3) : i € {1, ..,n},3 € A7)} I'insieme delle scelte non
deterministiche.

Costruiamo la formula ag modificando ¢ nel seguente modo:

= ogni Ixy(x, -) diventa \/, .4 ¥(a,-);
= ogni Vxi(x,-) diventa A, 9(a,-);
= ogni R(3), per R € L, diventa il suo valore di verita in Z.

Le variabili della formula af, sono definite in X.

Abbiamo 7 |= ¢ <= a, & soddisfacibile.

La formula ai puo essere costruita in spazio logaritmico. O
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Gerarchia polinomiale e gerarchia analitica

La gerarchia polinomiale & definita come:

AP=3P=mP=p
P = NP, NP = coNP

£P,, = NPEF

NP, = coNP™
P

ArF:-H = P&

La gerarchia analitica & definita come:

Y3 = M =SO senza quantificatori sulle relazioni
1., = 3X.3X), dove v € M
ML, = VX, VX, dove ¢ € X3

15



Y} cattura X e I} cattura M7

Il teorema di Fagin ci dice che

= 3SO cattura NP (! cattura XF)
= VSO cattura coNP (M} cattura NF)

16



Y} cattura X e I} cattura M7

Il teorema di Fagin ci dice che
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Supponiamo di avere P € Nsz, quindi decidibile tramite una MdT non
deterministica in tempo polinomiale con oracoli in Zf.

Per il teorema di Fagin esiste ® € 350 con dei predicati per esprimere
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Y} cattura X e I} cattura M7

Il teorema di Fagin ci dice che

= 3SO cattura NP (! cattura XF)
= VSO cattura coNP (M} cattura NF)

Supponiamo di avere P € Nsz, quindi decidibile tramite una MdT non
deterministica in tempo polinomiale con oracoli in Zf.

Per il teorema di Fagin esiste ® € 350 con dei predicati per esprimere
formule XF, corrispondenti all'oracolo.
Per ipotesi induttiva, sappiamo che i predicati per Zf sono esprimibili in
zl

k
Spostando i quantificatori del secondo ordine all’inizio, trasformiamo W in
una formula X ;.
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Supponiamo di avere una proprieta P sia esprimibile in £¥ = NPT

Per il teorema di Fagin sappiamo che esiste una formula
& =3X;..3X,0(P) dove P & esprimibile a sua volta con una formula
Y1.AYn, ¥ € FO.
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Supponiamo di avere una proprieta P sia esprimibile in £¥ = NPT

Per il teorema di Fagin sappiamo che esiste una formula
& =3X;..3X,0(P) dove P & esprimibile a sua volta con una formula
Y1.AYn, ¥ € FO.

Se P’ occorre in forma negata all'interno di ®, mettendo ® in forma
prenessa otteniamo

& =3X1..3X,~(3Y1..3Ynt) = 3X. 33X (VY1 VY1)

ovvero ¢ € ¥}

Altrimenti, se P’ occorre in forma positiva, mettendo ® in forma prenessa
otteniamo ¢ = 3X;..3X,(3Y1..3Y,¢) = 3X1..3X,3Y1.3Y, ¥

owvero ¢ € Y1

(Simmetrico per IM) O
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Corollario

Abbiamo dimostrato che:

. Z,l( cattura Zf;

= [} cattura N£.

Di conseguenza, SO cattura PH.
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Conclusione

= Teorema di Fagin: 35S0 cattura NP, VSO cattura coNP;
= Differenze con Trakhtenbrot;

= Teorema di Cook: SAT & NP-completo;

= SO cattura PH.

Grazie per |'attenzione.
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